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1 Die Hauptsidtze der Thermodynamik

Die Prinzipien der Thermodynamik beruhen auf einer gedanklichen Analyse von weni-
gen makroskopischen, alltdglichen Erfahrungen im Umgang mit “Wirme”. Ohne auf den
Aufbau der Materie einzugehen, lassen sich daraus erstaunlich weitreichende allgemeine
Konsequenzen ziehen.

Die Einstellung des Gleichgewichts

Ein thermodynamisches System ist ein Teilstiick der Welt, charakterisiert durch die An-
derungen, die von aussen an ihm vorgenommen werden konnen.

Beispiele: 1)

Vv

L Anderung des Volumens V/

z.B. Gas, Fliissigkeit, ... (Fluidum)

2)
Q Anderung der Ladung Q

—Q Q

/|
i
3) Kombination der beiden.

Das Gleichgewicht stellt sich fiir ein abgeschlossenes System durch Warten ein. Der
Zustand z des Systems ist dann durch wenige Zustandsvariablen bestimmt, z.B. nebst
den Arbeitskoordinaten V', bzw. ) noch durch die “Temperatur” oder den Druck p.*

Erhaltung der Energie (Carnot, Mayer, Joule 1840-50)

Wir betrachten (nicht notwendigerweise reversible) Arbeitsprozesse von z; nach z,. Dabei
ist nur von Bedeutung, dass die Energieiibertragung “von aussen betrachtet” als Arbeit
geleistet wird, und somit aus Mechanik und Elektrodynamik bestimmbar ist.

5: Rad

Gewicht
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Beispiele:

ferner: — langsame oder rasche Verschiebung des Kolbens in Bsp. 1
— Reiben,

*Vorsicht bei Phaseniibergéngen, z.B. am Tripelpunkt des Wassers; s. spéter.



— Heizung iiber elektrischen Widerstand;
nicht aber: Kontakt zu einem warmen /kalten Gegenstand. Dies setzt voraus, dass es adia-
batische (d.h. vollsténdig isolierende) Winde gibt.

1. Hauptsatz (Energiesatz):

(i) Zu je zwei Zusténden zy, zo gibt es einen Arbeitsprozess, der z; in zo oder z; in 2y
iiberfiihrt.

(ii) Die mit dem Prozess z; — 2 verbundene Arbeit A(z; — z2) héngt nur vom geord-
neten Paar (z, z2) und nicht vom Prozess ab.

Wir setzen A (zp — 2z1) = —A (21 — 29), falls 25 — 2z; nicht moglich ist. Durch
U(z) = Ul(zg) = A(z0 — 2) (1.1)

(z0: Referenzzustand, U(zy): willkiirliche Energiekonstante) ist die Energie U(z) jedes
Zustandes z definiert.

Ein quasistatischer Prozess verlduft so langsam, dass das System zu jedem Zeitpunkt
praktisch im Gleichgewicht ist. Er ist dariiber hinaus reversibel, wenn die Abfolge der
Zusténde des Systems und der dusseren Vorrichtungen umgekehrt werden kann (s. Beispie-
le weiter unten). Fiir reversible Arbeitsprozesse ist die infinitesimale zugefiihrte Arbeit

0A = —pdV (1.2)

(im Bsp. 1; fiir das Bsp. 2, s. S. 9). Der Druck p = p(z) erweist sich als eine Funktion
des Zustandes alleine, da §A und dV unabhingig von der (kleinen) Geschwindigkeit des
Prozesses sind, bis auf ein gemeinsames Vorzeichen bei Umkehrung der Richtung. Fiir
andere reversible Prozesse definieren wir A durch (1.2); dann braucht aber dU = §A
nicht mehr zu gelten. Man definiert die zugefiihrte Wirme als

6Q = dU — 6A = dU + pdV . (1.3)

Speziell ist Q) = dU falls §A = 0: z.B. Heizen bei festem Volumen. Da die Definitionen
(1.2, 1.3) auf Zustandsgrossen beruhen, kénnen sie auch auf quasistatische Prozesse an-
gewandt werden. Allerdings gilt dann dU = § A auch fiir Arbeitsprozesse nicht mehr, z.B.
in der letzten Figur.

Im Unterschied zu dU sind aber 0A und 0@) keine exakte Differentiale, was durch die
Notation (0 statt d) angedeutet sei: Es gibt keine Zustandsvariablen A und Q. Fiir einen

Kreisprozess gilt ja:
f 0A = — j{ pdV

= Fléache F (1.4)

Vi




Wir wollen die oben eingefiithrten Begriffe an Beispielen illustrieren:

1) Der reversible Arbeitsprozess in (1.2) besteht in einer extrem langsamen Verschiebung
des Kolbens ohne Reibung in der Figur auf S. 1. Ist hingegen Reibung vorhanden, so
handelt es sich ebenfalls um einen Arbeitsprozess im Sinne des 1. HS (d.h. “von aussen”),
und zwar mit

+ : Kompression
— : Expansion

dU = —(p£p)av,  (p>0), {

“Von innen” gesehen besteht dU zum Teil aus Warme
dU = 0A+6Q) 0Q = Fp'dV .

2) Die langsame Erwdrmung des Systems iiber einen elektrischen Widerstand ist ein
quasistatischer Arbeitsprozess, der nicht reversibel ist. Dieselbe quasistatische Abfolge
der Zusténde z kann auch reversibel erzielt werden, z.B. indem man das System sukzes-
sive ins thermische Gleichgewicht (s. unten) mit Reservoirs bringt, deren Temperaturen
sich nur infinitesimal voneinander unterscheiden. Dies ist aber kein Arbeitsprozess.

Die Zusténde typischer Systeme sind erfahrungsgeméss durch ihre Energie und ihre Ar-
beitskoordinaten spezifiziert: z = (U, V). (Gegenbeispiel: ein System, das aus zwei un-
abhéngigen Teilsystemen besteht.) Wir werden uns vorderhand auf solche Systeme be-
schranken.

Thermisches Gleichgewicht

System 1 | U, V; = Us, Vo System 2

Warmeleiter

Ein “Wérmeleiter” erlaubt Energieaustausch bei festen Volumina. Es stellt sich ein Gleich-
gewicht ein: Dafiir schreiben wir

(Ul,Vl) ~ (Uz,Vz>

und sagen, die Zusténde beider Systeme seien miteinander im thermischen Gleichge-
wicht. Diese Relation ist unabhiingig vom Wérmeleiter.

0. Hauptsatz: ~ ist transitiv, d.h.
21~ R9 g~ 23 = 21~ 23,

Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Isothermen:

Warmereservoir
gross = U v |——

I
7

7/
Warmeleiter




Das Wirmereservoir soll so gross sein, dass es durch eine endliche Wérmeabgabe sei-
nen Gleichgewichtszustand (“Temperatur”) praktisch nicht dndert. Die Zusténde (U, V)
des Systems, die mit dem Reservoir im thermischen Gleichgewicht stehen, bilden eine
Isotherme.

Beispiel: Das ideale Gas ist dadurch charakterisiert, dass seine Isothermen von der Form
sind:

pV = konst (Boyle), (1.5)
U = konst (Gay-Lussac),

Bei reversibler Volumenénderung ist
0=dU =0Q — pdV

d.h. es wird die gesamte, dem Reservoir entzogene Wirme in Arbeit umgesetzt.

Der 2. Hauptsatz (Carnot 1824, Clausius 1850, Kelvin 1854)

m[1]

A
) ) uv | h Dieser Prozess ist
Dieser  Prozess st v nicht méglich ohne
mdglich. — Verdnderung der
U+ mgh, V m Umgebung.

“Kein Prozess ist moglich, dessen einziges Resultat darin besteht, dass einem
System Wirme entzogen und Arbeit geleistet wird.” (Kelvin)

Der Einbezug von Hilfsmitteln ist dabei erlaubt, solange sie sich am Ende des Prozesses
wieder im Anfangszustand befinden (man braucht sie nur als Teil des Systems aufzufas-
sen). Der 2. Hauptsatz kann also auch so formuliert werden:

“Es gibt keine zyklische Maschine, die Wéarme aus einem einzigen Reservoir
in Arbeit umwandelt.”

Diesen Satz wenden wir nun an auf zyklische Maschinen, die zwischen zwei Wérmereser-
voirs arbeiten:

Res. 1 Wir setzen Q2 > 0 voraus, da mindestens ein Reser-
Qll voir Warme aufnehmen muss (ansonsten konnte ein Teil,
—(3, der Arbeit als Warme ins Res. 2 zuriickgefiihrt
Os A=0C1—- @ werden: Widerspruch durch Einbezug von Res. 2 in die
— Maschine).
Res. 2

Ein Beispiel ist der Carnot-Prozess mit einem idealen Gas:
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1 2

—_—

Isothermen 1 — 2,3 — 4: dU =0, Q) = pdV.
Adiabaten 2 — 3,4 — 1: 6Q =0, dU = —pdV'.

g3

%

Der Carnot-Prozess zeigt, dass es nicht-triviale, reversible, zyklische Maschinen gibt. Alle
solche Maschinen haben folgende Eigenschaft.

Satz (Carnot)

(a) Fiir alle reversiblen, zyklischen Maschinen zwischen zwei festen Warmereservoirs ist
das Verhéltnis

% = 719 > 0 universell,

Q2

d.h. nur abhingig von den Temperaturen (genau: Aquivalenzklassen bzgl. ~) der beiden
Reservoirs.

(b) Fiir jede beliebige, zyklische Maschine zwischen diesen Reservoirs ist

Q1

— < T2 .
2

Bemerkung. Dies tibertrigt sich auf den Wirkungsgrad A/Q; der Maschinen:
— <nmp=1-—73" universell
1
(mit “=" fiir reversible Maschinen).

Beweis des Satzes:

Res. 1
beliebige @ ¢ @ reversible
zyklische zyklische
Maschine 0, T Q) Maschine
Res. 2

Durch passende Wahl der Anzahl Zyklen erreicht man, dass Q5 = Q9 (> 0). Der 2. Haupt-
satz verlangt dann @)} > @4, also

/
9.9
@~ Q2
Es gilt @} > 0 (da mindestens ein Reservoir Wérme aufnehmen muss), also 75 > 0. Sind
beide Maschinen reversibel, so gilt das Gleichheitszeichen. U

Absolute Temperatur

Nach Definition ist 72 = 72_11 und ferner 715793 = 713, da



WRGS. 1 — 717  Res. 1

Q% (} Q@

Res. 2 ™ Tia = 21 . X2
@ TR Qs

%}9 Qs
0;

Res. 3 —  Res. 3

= T12 * T23 .

Wir ordnen nun einem Standardreservoir 0 die Temperatur Ty > 0 zu und definieren
T = moTo

fiir jedes andere Reservoir 1. Dann ist stets 77 > 0 und

)
Qs
fiir zwei beliebige Reservoirs. Zwischen diesen hat eine Maschine den maximalen Wir-
kungsgrad

i T

(1.7)

= = T12
Ty T

15
=1- = 1.8
M2 T ( )

Entropie

Satz (Clausius): Bei einem beliebigen Kreisprozess eines Systems gilt

oQ
f? <0 (1.9)

0Q
]{T 0. (1.10)

Bemerkung. Das System hat bei einem nicht quasistatischen Prozess keine wohldefinierte
Temperatur. In (1.9) wird vorausgesetzt, dass die Korper, aus denen die Warme bezogen
wird, eine haben, wodurch T" und (@) definiert sind.

und, falls er reversibel ist,

Beweis

. . Warmereservoir
Arbeitsreservoir
Temperatur 7

mmm o vAo_ 0 _Q_OEL _____ | reversible
A S T '.. zyklische
[ < ! Maschine
| ) \ |
1 5Q Q \ |
: S t m T \\ : % — @
el S v e R B )

Der Kreisprozess des Systems wird geméiss Figur zu einem der gestrichelten Umgebung
erganzt. Nach dem 2. Hauptsatz gilt

R S
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also 5 5
Q_ fi0_ [0,
T Ty T —
Fiir einen reversiblen Kreisprozess gilt auch das Umgekehrte. U

Bei reversiblen Prozessen ist 7' = T'(z) eine Zustandsvariable und 6@ durch dz bestimmt
(s. (1.3)). Also besagt (1.10): 6Q/T ist ein exaktes Differential.

Definition der Entropie
o)
S(z) = 5(z0) = / ?Q : (1.11)

20

wobei die Integration iiber einen beliebigen reversiblen Prozess von z nach z lauft (S(zo):
willkiirliche Entropiekonstante).

Satz. Die Entropie kann im adiabatisch abgeschlossenen System nicht abnehmen: Bei
einem Prozess von z; nach zy gilt

S(Zl) S S(ZQ) . (112)

Dabei gilt “=" genau dann, falls 2z ohne Verédnderung der Umgebung nach z; zuriickge-
fithrt werden kann.

Beispiele: s. S. 1 unten, sowie Entfernung einer Wand oder Verbindung durch einen
Wirmeleiter zwischen zwei Teilsystemen.

Beweis: Man ergidnze den Prozess zu einem Kreisprozess durch reversible Riickfiithrung
7 von zz nach z;. Nach Voraussetzung und (1.9) ist

[ <0,

T

d.h. S(21) — S(22) < 0. Der Zusatz folgt daraus, dass
D _g S Ay =0
T, (21) = S(z2) , Qo+ Ao =

in der obigen Anordnung. Dabei ist )y = Ay = 0 genau dann, falls keine Veréinderung
der Umgebung stattfindet. O

Anwendung von (1.11): Fiir ein Fluidum sei

p=p(T,V) : thermische Zustandsgleichung,
U=U(T,V) : kalorische 7

Damit

1
dS = (dU+pdV)

1 /oU 1 ou
- 7 (57) w5 ((Gy), +r) v (113



ein exaktes Differential ist, muss gelten:

O 1 (oUN 91 [(0UN | dh
ovr\or), ~ orr\\ov), ?) &%

oU d (p
o) o= () 1.14
(8V)T oTr \T/)v (1.14)
(Die Indizes geben an, welche Variablen bei der partiellen Differentiation fest sind.) Die

thermische und die kalorische Zustandsgleichung sind also nicht unabhéngig.

Beispiel ideales Gas (1 Mol): Aus (1.6) folgt

ou
(5v) -0 = s=miO),

d.h. der Gasdruck ist bei festem Volumen ein direktes Mass fiir die absolute Temperatur.
Der Vergleich mit (1.5) liefert f(V) = R/V, (R Gaskonstante). Nach (1.13) ist

95 _ ev(T) 93 _ R
or), T ov ), V'

wobei die spezifische Warme ¢y = (6Q/0T)y = (0U /0T )y unabhéngig von V ist. Damit
ist

’ dT 4
S—S()—\/TO Cv(T)?‘f‘Rlogvo . (115)

Statt durch die zwei Zustandsgleichungen koénnen wir die Thermodynamik beschreiben
durch die eine Funktion

S=SU,V),
denn daraus ergeben sich T'(U, V') und p(U, V') durch

0S 1 oS P
) (@)
Zudem gilt die “Maxwell-Relation”
0?S 0o (1 0
oUdvV ~ v (T)U T oU (%>v ’ (1.16)
die zu (1.14) dquivalent ist. Hingegen vermag S = S(7', V) nicht, die Zustandsgleichungen
zu bestimmen: Mit jeder Losung U = U(T, V'), p = p(T, V') der Gleichungen, vgl. (1.13),

(or), =2 (Gr), - (), =2 (), )

ist auch U = U + f(V), p=p— f'(V) (f: beliebige Funktion) eine Losung.

Die Entropie S, als Funktion von (U, V'), ist das erste Beispiel eines “thermodynamischen
Potentials”. Spéater werden wir weitere Potentiale — zu anderen unabhingigen Variablen
— einfiihren.

Beispiel ideales Gas: Ist zudem ¢y, auch unabhéngig von 7', also U = c¢y/T" bei passender
Energiekonstanten, so ist

U V
S—Sozcvlogﬁo—l—Rlogvo. (1.17)



Zum Schluss soll noch die infinitesimal zugefiihrte Arbeit im Beispiel 2 bestimmt werden.

Ausserhalb der Leiter £, Lo gilt

¥1 P2
Ly Lo
rotE:O, divﬁzO, @
P—F+P,
L@
'

wobei P die elektrische Polarisation ist. Das Potential o(Z) -
wird iiber ' = —V ¢ eingefiihrt. V=9s— ¢

Bei einer Anderung dV der Spannung wird eine Ladung d@ vom Leiter £;, (dQ, = —dQ)
zum Leiter Ly, (dQs = dQ) gebracht. Die durch die Batterie geleistete Arbeit ist

2
SA=VdQ = (py — p1)dQ = > ¢idQ; ,
1=1

wobei ¢; = ¢ [ L; (konstant iiber £;) und V' = @9 — 1. Zudem ist

(do: ITnnennormale), also mit G = R3 \ UL, L;

2
JA = =) / 0 dD - do = — / div(edD) d*x
i1 Y OL; G —— _ ~
@d(divD) + Ve -dD

0

::/@d@&x (1.18)
G

Sei EO das Feld, das bei derselben Spannung V, = V' in Abwesenheit des Dielektrikums
herrschen wiirde, und Uy die entsprechende Feldenergie. Man kann nun U = U — U, als
die eigentliche Energie des Systems auffassen. Die dazugehorende infinitesimale Arbeit ist

GA = SA—5Ay=VdQ — VidQ
= W(dQ — dQo) — (dV —dVp)Qy  (V =1p!)

_ /ha.uﬁ_dﬁg_uﬁ_dagfmfx
G

_ /Emﬂﬁ—ﬂfwi/&wﬁfx
G

G

(Rechnung wie in (1.18)). Das Integral erstreckt sich nur noch iiber die Probe.

Ahnliches gilt fiir magnetische Systeme: Die bei einer
Anderung des Stromes I geleistete Arbeit ist

5A:/F[.d§d3x.



Subtrahiert man die Variation der Feldenergie bei gleichem Strom, aber ohne Probe, so
ist sie

§A = /§0~d]\7[d31: .

10



2 Die thermodynamischen Potentiale

Wir fithren nun auch die Substanzmenge N (Masse oder Molzahl) als Variable ein und
betrachten Gleichgewichte
z=(UV,N), (2.1)

sowie gehemmte Gleichgewichte: (z1, z;) ist der Zustand des Systems,
das aus zwei durch eine Trennwand voneinander isolierten Teilsyste-
men in den Zustdnden z;, und z, besteht. Isoliert bedeutet, dass Zu- 21 | 2o
standsénderungen am einen Teilsystem so verlaufen, als ob das andere
nicht vorhanden ware*. Es gilt dann

U(Zl, ZQ) = U(Zl) + U(ZQ) > S(Zl, 22) = S(Zl) + S(ZQ) y (22)

denn (i) Gleichheit in einem Referenzzustand (21, 22) kann verfiigt werden, vegl. (1.1,
1.11); (ii) die Anderungen beider Seiten sind additiv: A(...) in (1.1), bzaw. dS(z1, 22) =
0Q1/Th + Q2 /1.

Aufhebung der Hemmung (d.h. der Trennwand): z; + 23 sei der sich daraufhin einstel-

lende Gleichgewichtszustand. Die Aufhebung der Hemmung erfolgt ohne Arbeit (AA =
0)7, also

U(Zl, Zg) = U(Zl + 22) s (23)
und wegen (1.12) ist
S(z1,22) < S(21 + 22) ; (2.4)
Damit ist
2+ 2= (U +Us, Vi + Vo, Ny + Ny) (2.5)

weshalb die Notation z; 4+ 29 natiirlich ist, und

S(z1 + 22) > S(21) 4+ S(22) - (2.6)
Gilt

S(z1 4+ z2) = S(z1) + S(z2) , (2.7)

d.h. Gleichheit in (2.4), so ist nach (1.12) die Aufhebung der Hemmung reversibel. Wir sa-
gen in diesem Fall: z; und 2, sind im vollstindigen Gleichgewicht (beziiglich Energie-,
Volumen- und Substanzaustausch).

Beispiel: Wasser und Wasserdampf. Die Trennung ist reversibel, die
Entropien additiv.

Gl (2.6) und (2.7) werden zusammengefasst im Extremalprinzip fiir die Entropie:

“Im abgeschlossenen System ist die Entropie im Gleichgewicht maximal.”

*Dies schliesst langreichweitige Kriifte (Gravitation!) aus.
TDies beruht auf der Vernachlissigung von Oberflichen- gegen Volumeneffekte
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Verglichen wird dabei S(z) mit der Entropie S(z1)+S(z2) aller gechemmten Gleichgewichte
(21, 22) mit 23 + 2o = 2
S(z) = max (S(z1) + S(22)) .
(z14+22=2)

Dasselbe gilt sinngemaéss fiir die Trennung in beliebig viele Teilsysteme. Durch solche

gehemmte Gleichgewichte werden Nicht-Gleichgewichtszustdnde in der Thermodynamik
dargestellt.

Homogenitit

Vergrosserung des Systems: Sei Az der “um A > 0 vervielfiltigte” Zustand z (fiir A
ganz ist Az = z+ ...+ z (A mal), wir verwenden den Begriff aber auch fiir A nicht ganz).
Es gilt (A1 + A2)z = Az + Aoz,

Normierung: Zustéinde z zu verschiedenen N kénnen nicht durch Arbeitsprozesse in Ver-
bindung gebracht werden. Daher ist fiir jedes N eine Energie- und eine Entropiekonstante
(vgl. (1.1, 1.11)) festzulegen. Ausgehend von einem Referenzzustand zy = (Up, Vp, Ny = 1),
geschiet dies nach Teil (i) von (2.2) gemiss:

U(’ZOa"'azO):NU(ZO)a 5(207"'72(]):]\[5(20)7
(N Kopien von zj). Nach (2.3, 2.7) folgt fiir jeden Zustand z
UAz) = AU(z), S(Az) = AS(z), (2.8)

letzteres weil Kopien von z zueinander im vollstédndigen Gleichgewicht sind. Insbesondere
gilt
Az = (AU, A\V,AN) , (A>0). (2.9)

Die Zusténde (2.1) bilden einen Kegel, d.h. die Operationen (2.5, 2.9) sind definiert.
Zustandsvariablen, die homogen vom Grad 1 in (U, V, N) sind, heissen extensiv, so
z.B. die Entropie, s. (2.8). Intensiv, d.h. homogen vom Grad 0, sind dann die ersten

Ableitungen
1
95y _ 1 95) P 95N _. _np (2.10)
ov)yy T oV )un T ON ) v T

(d.h. dU = TdS — pdV + pdN). Hier definiert die letzte Gleichung das chemische Po-
tential p. Durch Differentiation von (2.8) nach A an der Stelle A = 1 ergibt sich die
Homogenitétsrelation

08 08 os 1
A I N _ N | 2.11
S U8U+V(9V+ AN T(U+pV pN) (2.11)
(Von der Existenz der ersten beiden partiellen Ableitungen (2.10) darf ausgegangen wer-
den, da p und T durch den Zustand eindeutig bestimmt sind; die der letzten folgt aus

(2.11).) Ferner ist S(U,V, N) wegen T' > 0 strikt monoton wachsend in U.

12



Konkavitat

Fiir beliebige a2 > 0 mit o + ay = 1 folgt
aus (2.6, 2.8):

S(a1z1 —|—05222) Z @18(21)+C¥25<22) . (212)

U2y o121 F a9z 2o z

Geometrisch: Der Graph von S(z) verlauft oberhalb der linearen Interpolation zwischen
zwei seiner Punkte: S ist eine konkave Funktion von z.

Physikalisch: a1.5(21) + @2S5(22) ist die Entropie des gehemmten Gleichgewichts von zwei
Teilsystemen mit Zustdnden (a;z7, aezs). Nach Entfernung der Wand stellt sich der Zu-
stand a2z + agzy ein und die Entropiezunahme S(aqz1 + anzs) — a1S(z1) — aaS(29) ist
ein Mass fiir die Irreversibilitdt dieses Vorganges. Man kann damit Punkte des Graphen
als Gleichgewichtszustinde deuten, solche darunter als gehemmte.

S

Eine Ausartung, d.h. ein linearer Verlauf von
S(z) zwischen 2z, und zy, ist charakteristisch
fiir Gleichgewicht. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

Z.l 22 z
(a) Gleichgewicht: S(z; + 22) = S(z1) + S(22)

(b) S(z) ist linear zwischen z; und z;

(c) grad S(z1) = grad S(z2), d.h.

Tl - T2 5 P1=Dp2, M1 = 2 . (213)

Beweis: (a) ist dquivalent zu S(2£22) = £5(2) 4 55(22). Ferner bedeutet die Konkavitét
von S(z): In jedem Punkt z gibt es eine Tangentialebene zu ihrem Graphen, und sie liegt
itber diesem. Sie ist eindeutig, da S differenzierbar ist.

(a) = (c): Die Tangentialebene bei (21 + 22)/2 ist auch die bei 21, bzw. 2.

(c) = (b): Parallele Tangentialebenen an die Entropiefliche fallen zusammen, und (b)
folgt.

(b) = (a): In der zweiten Form ist (a) ein Spezialfall von (b). O
Tatséchlich geniigen zwei beliebige der Bedingungen (2.13), damit auch die Dritte gilt.
Die Tangentialebene bei z5 ist ndmlich (U, V, N) 7%2(U + paV — puaN), sodass

1
Sy Uy +piVi —uNy) < T(UI + poVi — paNy)
2

:ﬁ<

(sowie mit 1 < 2). Also folgt z.B. aus T} = To,p1 = po dass pg > po (sowie 1 < 2).
Alternativ dazu: Aus (2.11) folgt

TdS + SdT = dU + Vdp + pdV — Ndp — pdN
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und Subtraktion von T'dS = dU + pdV — pudN liefert die Gibbs-Duhem Relation
SdT —Vdp+ Ndu=0. (2.14)

Danach sind nur 2 der 3 Grossen (7, p, 1) unabhéngig.

Unvollstiandige Gleichgewichte

Nebst den gehemmten Gleichgewichten betrachten wir noch folgende Kopplungen zwi-
schen Teilsystemen.

i) Diathermische feste Wand (Wérmeaustausch moglich, Volumen- und Materieaustausch
unterbunden). Dann ist die Entropie im Gleichgewicht maximal bzgl. allen vertréglichen
gehemmten Gleichgewichten, d.h.

S<U1 + AU) ‘/la Nl) + S<U2 - AUa ‘/27 N2)
ist maximal bei AU = 0: T} = Ts.
ii) Bewegliche, adiabatische Wand (Volumenaustausch moglich, Warme- und Materieaus-

tausch unterbunden). Aus dU; = —p;dV;, (i = 1,2) und dU; + dUy = 0, dV; +dVy = 0
fOlgt P1 = P2.

iii) Lasst man den Austausch von zwei der drei Grossen zu (z.B. bewegliche, diatherme
Wand: Volumen- und Wiarmeaustausch), so stellt sich das vollstandige Gleichgewicht ein
(im Bsp. auch noch bzgl. Materieaustausch).

Stabilitdtsbedingungen

Konkavitat von S = S(U,V,N) gilt, wenn sie es fiir N = 1 tut. Dies folgt aus der
Homogenitdt und aus

U, V Uy, V.
01 (U, Vi, Np) (U, Vi, Na) = N850 1) + (5 5 1)
mit N = a1 Ny + aaNo, 5; = a;N;/N und ; + 5> = 1. Konkavitit der Entropie ist also
gleichbedeutend damit, dass die Matrix

) 928 928
— o2 dupV
05 = 85]5 %S

ovou  ov?

in jedem Punkt (U, V, N = 1) negativ semidefinit ist. Insbesondere gilt

928
——— < °S>0.
aU2_0, det 0°S > 0
Mit (92S/0U?)y = (OT~1/0U)y = —T~2(0U/OT);* lautet die erste Bedingung:
0<cy = (g—g) < o0, (cy: spezifische Wérme bei festem V). (2.15)
v
Die zweite besagt
OG0B o)
20 _ T T) _ T T) ;
det9*S = det UV det ATV det OV
_ Ly (omy
72 T \0V ), \OU),



also

1
0<kp= v (%—Z) < o0, (isotherme Kompressibilitét). (2.16)
T

Anwendung: mit (1.3) ist
v ar), ar ), or /)., ov ), ar),’
———

(4%

wobei nach (1.14)
oU () . (av/aT),
(aV)T =t (8T>v ~ T oviopy

(ov/or);
Cp—Cy = —TW >0. (2.17)

also

Reine und gemischte Phasen

Wir diskutieren nun S(U, V') bei festem N, was wegen (2.8) gentigt. S(U, V') ist konkav und
stetig differenzierbar: erfahrungsgeméss sind T', p stetige Funktionen von U, V. Kann man
T, pstatt U, V als Koordinaten zur Beschreibung der Gleichgewichtszusténde verwenden?

Da die Entropiefliche konkav ist, bestimmt jeder (vorkommende) Wert von T, p iiber
(2.10) genau eine Tangentialebene. Die Menge der Beriihrungspunkte dieser Ebene mit der
Entropiefliche ist konvex: sie enthélt mit 2 Punkten auch deren Verbindungsstrecke. Dies
ist die Menge aller Zustande zu vorgegebenen (7, p); alle diese Zusténde sind miteinander
im vollstéandigen Gleichgewicht. Diese Menge ist in den einfachsten Féllen wie folgt:

o Beriihrung in einem Punkt: z; = (U, V) ist durch (T, p)
eindeutig bestimmt.

Beriihrung in einer Strecke: Jeder Zustand z zu diesem

(T, p) ist eindeutig darstellbar als “Mischung”

2 2
22 z:Zaizi, a; >0, Zaizl. (2.18)
i=1 i=1

Beriihrung in einem Dreieck: Jeder Zustand zu diesem

21\\
z

z

(T, p) ist eindeutig darstellbar als “Mischung”
<1 A

3 3
<3 Z:E % a; >0, E o =1.
i1 i=1

Die Extremalpunkte der konvexen Beriihrungsfigur (21, 22, 23 in den Bsp.) heissen reine
Phasen: Punkte, die nicht innerhalb der Verbindungsstrecke von 2 anderen Punkten
liegen und man somit nicht als echte Mischung von 2 Zustédnden zum selben (7', p) auffassen
kann.
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Rein geometrisch sind auch andere Fille denkbar, z.B.
Beriihrung in einem n-Eck (n > 3). Jeder Zustand z ist Mi-
schung von 3 reinen Phasen, die Eindeutigkeit seiner Zerle-
gung geht aber verloren, da er zu mehreren Dreiecken gehort.

Erfahrungsgemaéss treten aber nur die Félle Punkt, Strecke, Dreieck auf — fiir Systeme
mit zwei Zustandsvariablen (U,V). Allgemein gilt die Gibbs’sche Phasenregel: Die
Beriihrungsflichen sind Simplices.

Links eine typische Entropiefliche (Ansicht von oben) und rechts das Phasendia-
gramm dazu:

V Gas
p
[
Fliissig
U T

Die Entropiefliche enthélt ein Dreieck; dieses entspricht den 3-Phasen-Gleichgewichten
und wird in der p,T-Ebene im Tripelpunkt T abgebildet. An das Dreieck schlies-
sen sich Regelflichen (1-parametrige Scharen von geraden Strecken, d.h. von 2-Phasen-
Gleichgewichten). Da jede Strecke auf einen Punkt im p, T-Diagramm abgebildet wird,
entsprechen den Regelflichen die Ubergangskurven im Phasendiagramm, die vom Tri-
pelpunkt ausgehen: Schmelzkurve, Sublimationskurve, Dampfdruckkurve. Die Dampf-
druckkurve endet in einem kritischen Punkt K: dort lduft die Regelfliche aus. Die
weissen Gebiete im (V,U)- und im (p, T)-Diagramm entsprechen reinen Phasen: Die
Entropie ist dort strikt konkav und der Zusammenhang (U, V') < (T, p) bijektiv. Die Be-
zeichnungen “Fliissig”, “Gas” haben aber nur lings den Ubergangskurven einen strikten
Sinn: iiber den kritischen Punkt herum kann man den Ubergang Fliissig-Gas iiber reine
Phasen machen.

Die Gibbs’sche Phasenregel besagt ferner, dass die Simplizes in Scharen vorkommen: Fiir
ein System mit 2 Koordinaten (U, V') ist

f=3-n (2.19)

n = Zahl der koexistierenden reinen Phasen n =1,2,3
f = Zahl der “Freiheitsgrade”, d.h. der bei festem n frei verénderlichen intensiven Grossen

(T,p): f=2,1,0.

Die Phaseniiberginge bei T und lings den Ubergangskurven heissen erster Ordnung. Bei
K, wo sich die beteiligten Phasen angleichen, liegt ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
Vor.
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Weitere thermodynamische Potentiale

Statt S(U,V, N) kann man U(S,V, N) als das grundlegende Potential betrachten. Da S
strikt monoton wachsend ist in U, ist der Zusammenhang S <+ U bei festen V', N bijektiv.
Es ist

dU =TdS — pdV + udN (2.20)
d.h. U(S,V, N) ist das Potential fiir die intensiven Grossen grad U = (T, —p, 1) und be-

stimmt, so wie S(U, V, N), die ganze Thermodynamik des Systems. U(S, V, N) ist konvex
und homogen vom Grad 1 in S, V', N; die Homogenitétsrelation lautet

U=TS—pV 4+ uN . (2.21)

Experimentell ist das System oft nicht abgeschlossen (d.h. U, V', N fest), sondern einer
festen Temperatur 7" und/oder einem festen Druck p ausgesetzt. Dann ist das Extremal-
prinzip fiir die Entropie auf S. 11 nicht direkt anwendbar. Durch Legendretransforma-
tion (s. Anhang) fithren wir nun sukzessive neue thermodynamische Potentiale ein, deren
unabhingige Variablen die zu S, V' konjugierten Grossen T, p sind.

Die freie Energie

F(T,V,N) = irslf(U(S,V,N)—TS) (2.22)
= U(S,V,N)-TS
= —pV +uN,
wo S eine Losung von U
ou
— (S, V,N)=T
85( V.N)
ist: —F ist die Legendretransformierte von U —z
bzgl. S. .~ Steigung T
F=U-TS}"~
Bemerkung. Die Zuordnung (S,V,N) ~— 5

(T, V, N) ist nicht umkehrbar, falls die Energie-
flache ein Ebenenstiick enthélt. Trotzdem wird die ganze Thermodynamik eines Systems
durch F' beschrieben, weil die Legendretransformation umkehrbar ist.

Es gilt dFF = dU — TdS — SdT, also
dF = —SdT — pdV + udN (2.23)

oF oF oF
(a—TX,N“S’ (W)T,N—‘p’ (a—N)T,V‘“’ (2.24)

(genau: dort, wo F' als Funktion von T" eine “Ecke” aufweist, gilt die erste Beziehung im
Sinne einseitiger Ableitungen). Es folgen die Maxwell-Relationen:

95\ _ (9p (o) _ (9 _ (95 _(9n
oV T,N_ )y ON T,v_ NV )pn ON T,v_ )y
(2.25)
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Jede Maxwell-Relation eines Fluidums beschreibt denselben Sachverhalt in anderer Form,
nédmlich den Zusammenhang (1.14) zwischen der thermischen und kalorischen Zustands-
gleichung.

F(T,V,N) ist strikt konkav in 7" > 0 und konvex in (V, N) (vgl. Satz auf S. 67). Aus
Letzterem folgt das Extremalprinzip fiir die freie Energie:

T T

—_—

gehemmtes Gleichgewicht Gleichgewicht

F(TvmaN1)+F(T7‘/27N2)ZF(T7‘/1+‘/Y2;N1+N2)

“Bei festem Gesamtvolumen und fester Temperatur ist die freie Energie im
Gleichgewicht minimal”

Das Prinzip folgt auch graphisch aus S
dem Extremalprinzip fiir die Entro-
pie. Danach liegt der Punkt (U; +
Uy, S1 + S3), der dem gehemmten
Gleichgewicht entspricht, unterhalb der
Entropiefliche. Bei der Einstellung des
Gleichgewichts bleibt aber jetzt nicht
U, + U, konstant, sondern die Tem-

peratur. (Es wire also moglich, dass FOU_TSF +F :U U, + U, U
S < Sl + 52')
Stabilitdtsbedingungen fiir F' (vgl. (2.15, 2.16))
0*F 08 1 /0@ cy
orz ), or ), T \oT )/, T
also
0<cy <oo; (2.26)
OPF dp 1
ii) O<\z=) = \av) v ®
ovz) ., oV ), Vekrp
0<kp<oo. (2.27)

18



Die Freie-Energie-Fléche zur Fig. auf S. 16 (Ansicht von oben):
V

K F(T,V) hat als Funktion von 7" eine “Kante”
iiber der Linie des Tripelpunktes T.

Fliissig
Fest —
T
Die Enthalpie
H(S,p,N) = iI‘}f(U(S, V,N) +pV) (2.28)
= U(S,V,N)+pV
= TS+ uN,
wo V' eine Losung von
g—g(& ViN) = —p

ist: —H(S,p, N) ist die Legendretransformierte von U bzgl. V' in der Variablen —p.

dH = dU +pdV + Vdp
= TdS+ Vdp+ pdN . (2.29)

Daraus folgen wie frither die partiellen Ableitungen und die Maxwell-Relationen fiir H.
Die Enthalpie ist strikt konkav in p und konvex in (S, V).

Die Gibbs’sche freie Energie

G(T,p,N) = nf(U(S,V,N) =TS +pV) (2.30)
= inf(F(T,V,N) +pV)
= inf(H(S,p,N) = TS)
= w(T.,p)-N.
dG = dU —d(TS) +d(pV)
—SdT + Vdp + pdN . (2.31)

Die Gibbs’sche freie Energie ist strikt konkav in 7', p und linear in N ( (1 ist also die molare
Gibbs’sche freie Energie). Die entsprechende Flidche weist iiber den Ubergangskurven im
Phasendiagramm auf S. 16 “Kanten” auf.

Das Grosskanonische Potential

AT.Vop) = f(U(S.V.N) =TS — uN) (2.32)
= irj\lff(F(T,V,N)—,uN)
dQ = —SdT —pdV — Ndu . (2.33)
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Q2 ist konkav in (7, 1) und linear in V. Man kann p(T, i) direkt als Legendretransformierte
der freien Energie pro Volumeneinheit

f(T,p)=FT,V.N)/V,  (p=N/V),
bzgl. der Dichte p schreiben
—p(T, p) = k(f(T, p) = pp) - (2.34)
Bemerkung. Lings eines Phasengleichgewichts (Geradenstiicke in der Figur auf S. 19)
sind p, ppin F = —pV + uN konstant, also f(T, p) = —p + pup inhomogen linear in p.

Anwendung. Die Gleichung von Clausius-Clapeyron: 5

Eine Anwendung auf 2-Phasen-Gemische, dargestellt durch die Regel-
flachen auf S. 16, 19: Der Druck p ist konstant lings jeder Geraden
und héngt nur von 7" ab: p = p(7T') (z.B. Dampfdruck). S und V' sind

linear langs jeder Geraden. Aus (2.25) folgt daher 1

dp_AS_SQ_Sl_ L12

et — — 2.35
T A Vv TGh-W) (2:35)

(Clausius-Clapeyron). Hier ist L5 die Ubergangswirme 1 — 2 (Schmelzwirme, Ver-
dampfungswéirme). Anwendungen:

(a) Bestimmung von Ly5(7") aus den leichter messbaren Grossen p(7') und AV = V,—V].

(b) Messung von L12(7") und AV(T) und Beniitzung des Dampfdruckes als absolutes

T-Mass: AV
dlogT = —dp
Ly

(¢) Approximative Dampfdruckformel: Li5(7") = konst (pro Mol), Voampt — Viliissic =
Vbampt = RT'/p (pro Mol ideales Gas). Unter diesen Annahmen wird

dp Lip-p _Lig
T R d.h. p(T') = konste™ BT .

(d) Gleichgewicht Eis-Wasser: Es ist Lijs > 0, aber

Vo —V; <0, also p
Wasser = 2
dp/dT < 0.
Bei isothermer Druckzunahme kann Eis schmelzen Eis = 1
(Bsp: Fliessen der Gletscher). T
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Bemerkung. Die thermodynamischen Potentiale beinhalten den zweiten Hauptsatz. So
kann (2.35) auch direkt hergeleitet werden:

p
1 — 2 : Isotherme bei T’

3 — 4 : Isotherme bei T+ dT
2—3,4—1 : Adiabaten

Die von der Maschine geleistete Arbeit ist nach (1.4) und in 1. Ordnung in dp
0A = —(Vo = Vy)dp = —AV -dp

die bei der Temperatur 7" aufgenommene Wérme Q(7') = Ly3. Da die Maschine reversibel
ist, gilt nach (1.8)

0A QM) -QT+dr) . T+dl'  dT
Q Q(T) T T’
und somit
AV dp — dT
L, PT T

Das van der Waals’sche Gas

Fiir ein Mol Gas lautet die thermische Zustandsgleichung

<p+%>(V—b):RT,

bzw.

p=—— — — (2.36)

(a,b > 0; R: ideale Gaskonstante).

Eine heuristische Begriindung von (2.36) beruht auf einer Annahme iiber
die Paarwechselwirkungen zwischen den Molekiilen. (Als mikroskopische
Betrachtung fillt sie somit ausserhalb der Thermodynamik.) Thr Potenti-
al ¢(r) sei qualitativ wie in der Figur dargestellt: (i) Abstossung bei kleinen ¢
Abstéinden r und (ii) Anziehung bei etwas grosseren. Ausgehend von der
idealen Gasgleichung p = RT/V sind deshalb zwei Korrekturen anzubrin-
gen. (i) Das Volumen, das einem Molekiil effektiv zur Verfiigung steht, ist
geringer, V ~» V — b; (ii) Der Druck (Kraft pro Fldcheneinheit der Wand)
ist geringer: Teilchen in der Nédhe der Wand werden gegen innen gezogen,
denn im Unterschied zum Gasinnern ist die Anziehung durch die Nachbarn
nicht isotrop. Der Effekt ist proportional zur Anzahl Teilchen in der N#he
der Wand, sowie zu der der Teilchen, die ziehen; also zu (1/V)2.
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Isothermen:

p

Die ansteigenden Stiicke fir 7" < Tp, d.h. (9p/0V')r > 0, verletzen die Stabilitatsbeding-
ung (2.27) und somit die Konvexitat von F(T, V') als Funktion von V. Dieser Mangel wird
dadurch behoben, dass F' durch seine konvexe Hiille ersetzt wird: fiir 7' < T ergibt sich
ein 2-Phasengleichgewicht: 1 = reine Fliissigkeit; 2 = reiner Dampf.

F
T < Ty fest
1 2 1% 1 2 V
Mit p = —(0F/0V ) ist der Dampfdruck p* = p*(T") bestimmt durch
2
pr(Va—Vi)=—(F— Fy) = / pdV (2.37)
1

(mit p aus (2.36)). Fiir die Isothermen entspricht dies einem konstanten Druck p = p*(7T)
zwischen Punkten 1, 2 derart, dass die beiden schraffierten Flachen in obiger Figur gleich
sind (Maxwell Konstruktion).

Der kritische Punkt (7, Vi, po) ist bestimmt durch (2.36) und
O 2
ov ), ov? ).

WY __ BT 2 Pp\ _ 2BT  Ga
ov ),  (V—=b2 V3’ ovz),. (V-bp VA
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findet man

8 a 1 a
Vo =30, RT; o7 h Po 97 2
Insbesondere hat
RT, 8
poVo 3

einen universellen (d.h. von den Parametern a,b des Gases unabhéngigen) Wert. Experi-
mentell trifft dies nur bis auf etwa einen Faktor 2 genau zu. Ausgedriickt durch 7" = T'/Tj,
V =V /Vy, p=p/po nimmt (2.36) eine parameterunabhéngige Form an:

(ﬁ+%) (3V —1)=8T.

Danach entsprechen sich Zusténde verschiedener Gase mit denselben (f, v, p) (Gesetz der
korrespondierenden Zusténde).

Wir untersuchen nun die Umgebung des kritischen Punktes (1,1,1) (~ fallengelassen):

am kritischen Punkt:

dp 24T n 6 0
oV (3V-1)2 V3 B
Pp  16-9T 18 0
ov: 3V -1)2 V4 B
Pp  16-81T n 72 __g
ovs 3V —1)4 V5 B
o _ s B
or 3V -1 B
0*p
e =0
oT?
0*p B 24 __¢
orov — (3V —1)2 B
Fiir die Abweichungen
t=T-1, v=V -1, T=p—1
vom kritischen Punkt lautet die Taylorentwicklung
—v* 7 v*
3 T T
m=dt—6tv— So° 4. (2.38) : Y
In dieser Approximation ist 7(¢,v) — 4t ungerade ' 4t '
in v. Fiir ¢t < 0 liefert die Maxwell Konstruktion
7 = 4t und (t<0)

3
—6tv* — 51)*3 =0,

d.h.
v* = 2(—t)"% o |t)?
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mit 3 = 1/2: ( ist der kritische Exponent des molaren Volumens (bzw. der Dichte).
Experimentell ist das Verhalten von v* in der Néahe des kritischen Punktes tatsdchlich
universell, aber mit § ~ 1/3. Weitere Grossen:

e [sotherme Kompressibilitéit bei v = 0:

e €l =i AN et

mit v = 1.

e Verdampfungswirme (¢ < 0). Nach (2.35) gilt

dm*
L1y = 20, o= 16(—t)4/2 .

e Spezifische Warme: Dazu wird nebst der thermischen Zustandsgleichung die kalori-

sche benotigt. Aus
1%

FT.V) = - / p(T, V')AV’ + f(T)

Vo
(f(T): Integrationskonstante) und (2.38) folgt

3
F(t,v) = —(1 +4t)v + 3tv* + §v4 + fo+ fit + %ﬁ +..., (2.39)

wobei wir noch angenommen haben,

f(T)Zfo+f1t+%t2+...

sei glatt am kritischen Punkt. Damit ist

oS 0*F
cy =T (—) =-T (—) =—fo
T )y T )y

fiir t = 0F. Fiir t < 0 ist F durch die Maxwell Konstruktion zu ersetzen:

F0) = S(F(tv")+ F(t, —0")

2
3
= 3t + gv*4 + fo+ fit + %tQ
1
= Jo+ fit + §(f2 —12)*

also
CV:_(f2_12) beit=0".
cy ist unstetig, aber beschréankt bei t = 0. Der kritische Exponent (¢ oc t7%) ist

a=0.

Abgesehen von den numerischen Koeffizienten ist (2.39) (plus Maxwell Konstruktion) die
allgemeine Form der freien Energie, die in der Landau Theorie fiir einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung postuliert wird. Sie liefert die obigen Werte der kritischen Exponenten.
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3 Mehrstoffsysteme

System bestehend aus  Komponenten (= Stoffen), zunéchst chemisch inert. Die Zustéinde
des Systems sind

¢=UV, Ny,... Ny U Vi,Ny| oo o U, V.. N,

und koénnen erzeugt werden durch spontane
Mischung im abgeschlossenen System. Damit \1/

gilt (vgl. (2.2))

U=U+.. 40U, V=Vi+t.. +V..

UV, Ny,...N,

Zur Bestimmung der Entropie von z bendétigt man aber reversible Prozesse der Mi-
schung/Entmischung. Diese konnen mittels semipermeabler Wénde (oder Kraftfelder)
realisiert werden:

(r = 2) Adiabatische Entmischung von

zwei Komponenten 1, 2 mit semiper- : |
meablen Winden. Die dabei zugefiihrte 1 i 142 : 2
Arbeit sei AU. Damit ist :
S(U,V, N1, Ny) = S1(Ur, V, N1) + S5(Us, V, Ny) (3.1)
wobei (Uy, V, Ny), (Us, V, Ny) die Zusténde der bei-
den Komponenten nach der Entmischung sind. Sie U U, +Us
sind durch (U, V, N1, Ny) eindeutig bestimmt, und U + AU R --> - - -
zwar durch |
Ub - Ui(T)
U +U;=U+ AU , T, =T, : U2____‘75/,——U2(T)
nach (2.15) ist ndmlich U; +Us eine strikt monoton :
wachsende Funktion von 7' (bei festen V, Ny, Ns). T =T T
1=12

Ansonsten hat S = S(U,V, Ny,...N,) dieselben Eigenschaften wie friiher, insbesondere
Homogenitét, Konkavitiat, Extremalprinzip und Differential

au p - i
dS = — + =dV — —dN; .
S + =dV Zl -

T T

Von den r + 2 intensiven Grossen (T, p, i1, . . . i) sind nur 7+ 1 frei wéhlbar (vgl. (2.14)).
Anders ausgedriickt: Die Grossen pu; (T, p, Ny, ... N,) kénnen nur von den Verhiltnissen
der N; abhéngen:

N; d
:uZ:,ul(Tap7claCT‘>7 Clzﬁa N:;va

wobei wegen ) . ¢; = 1 nur r — 1 Konzentrationen ¢; frei wahlbar sind.
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Nun hat der z-Raum die Dimension r + 2, die Gibbs’sche Phasenregel lautet also
f=r+2-n.

Aus S = S(U,V,Ny,...N,) entstehen wie frither die thermodynamischen Potentiale
U(S,V,Ny,...N,), F(T,V,Ny,...N,), H(S,p,N1,...N,), G(T,p, Ny,...N,). So ist z.B.
G(T,p, N1,...N,) konkav in (T,p) und konvex in (Ny,...N,), woraus das Extremal-
prinzip fiir die Gibbs’sche freie Energie folgt:

T T
r— & |¢"Fpr —= p— @ —
gehemmtes Gleichgewicht Gleichgewicht

G(T,p,N!,...N)+ G(T,p,N/,...N") > G(T,p, N, + N/',...N' + N")

“Bei fester Temperatur und Druck ist die Gibbs’sche freie Energie im Gleich-
gewicht minimal.”
(Fiir r = 1 ist G linear in N, vgl. (2.31), das Extremalprinzip also trivial.)

Ideale Mischungen sind charakterisiert durch AU = 0 bei reversibler adiabatischer
Entmischung. Dann ist

S(U,V,Ny,...N,) = > 8(U;, V. Ny)

wobel

ui=U, TU,V,N)=T (3.2)

(d.h. unabhéngig von ). Damit ist die Thermodynamik der Mischungen vollstéindig be-
stimmt durch die der reinen Komponenten. (Dem mikroskopischen Standpunkt vorgrei-
fend, trifft AU = 0 zu, falls Molekiile verschiedener Komponenten nicht miteinander
wechselwirken.) Mit (3.2) folgt

oS a5S; oU; ~ oU; ~
T—l: hdad — ? X ? :T—l ? :T—l
(n),. =2 Gr) (o) -T2 () -1

d.h. die adiabatische Entmischung ist auch isotherm. Es folgt dann

U(S,V,Ny,...N,) =Y Ui(Si, V. Ny)

)

Y S=8, T=T

und daraus

F(T,V,Ny,...N,) =Y F(T,V,N;) . (3.3)
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Also folgt O0F/0V =), 0F;/0V und

p(T,V,Ny,...N,) =Y (T, V,Ny)

Additivitiat der Partialdriicke. Daraus folgt weiter

G(T,p,MNy,...Ny) = Z Gi(T',pi, Ni) (3.4)
wobel
oG;  0G
= — =V).
Op; op ( )
Also:
oG Z 0G, apj B (‘9G,~
d.h.
:U“i(T7p7 Cl?"-cr) - M?(Tapz) ) (35)

wobel der Index 0 das chemische Potential des reinen Stoffes i bezeichnet.

Wir betrachten nun ideale Gase. Fiir einen reinen Stoff ist

(%) —V = NET , (N : Molzahl) ,
dp p

also:

P (0G; ;
Gi(T,pi, N;) = Gi(T,p, N;) + / ( - ) dp’ = Gy(T,p, N;) + RTN; log]i ;
P 8]7 T7N. p

oder, da p;/p = N;/N, fiir das Gemisch:
G(T,p, Ny, . .. ZG (T, p, N, +RTZN10g£ (3.6)
Y ) Y ) N

Ableitung nach N; bzw. T liefert

wi(T,p,ci,...c;) = pd(T,p)+ RT loge; , (3.7)
N;
S(T,p,Ny,...N,) = ZSi(T,p, N;) —RZNZ» log (3.8)
T,p, N, LI T,p, N, MiSChen’E;opie >0
\1/ Die Entropiezunahme bei diesem Diffusions-
T o N N prozess ist die Mischentropie. Sie ist > 0 aus-
Py V- ser im Fall eines reinen Stoffes (ein NV; = N).
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Stellt man sich also die Verschiedenheit der Stoffe als stetig verdnderlichen Parameter vor,
so springt die Mischentropie, wenn dieser zu Null wird. Dieses Gibbs’sche Paradoxon
ist bloss theoretischer Natur und wird sich in der statistischen Mechanik lsen.

Die Mischentropie liegt einer Reihe von Phidnomenen zugrunde, die wir weiter unten
behandeln. Zum Schluss halten wir fest, dass fiir ideale Mischungen idealer Gase die
thermodynamischen Potentiale in einfacher Weise aus den Potentialen der reinen Stoffe
bestimmbar sind.

Verdiinnte Mischungen

Stoff 1: Losungsmittel; Stoffe 2,...7: geloste Stoffe. ¢; =~ 1; ¢; < 1 (i = 2,...r). Annah-
me: Man kann U,V bei festem 7', p um eine reine Phase des reinen Losungsmittels herum
in den kleinen Konzentrationen linearisieren:

Ny N,
U(T,p,Ny,...N,) = NU(T,p,1,=—=,... =~
(T, p, Ny ) WU (T, p N, Nl)
= Ny (w(T,p) + p) =Y Nau(Tp).,
=2 =1
V(T,p,Ni,...N;) = Y Nuy(T.p) . (3.9)

Offenbar sind w; und v; die spezifische Energie, bzw. das spez. Volumen des